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Ko´delme´let e´s ko¨rnye´ke (OTKA 49662) za´ro´ besza´molo´
A besza´molo´ban haszna´lt jelo¨le´sek: q = ph pr´ımhatva´ny, GF(q) ve´ges, q-elemu˝
test, PG(n, q) illetve AG(n, q) a GF(q) feletti n dimenzio´s projekt´ıv illetve affin
te´r. A hivatkoza´sok re´szben a felto¨lto¨tt ko¨zleme´ny-jegyze´kre, re´szben a besza´molo´
ve´ge´n felsorolt, me´g meg nem jelent dolgozatainkra utalnak.
Ko´delme´letben gyakran hasznos ve´ges projekt´ıv terek specia´lis egyenes-, illetve
hipers´ıkmetszetu˝ ponthalmazainak vizsga´lata. Kutata´saink ilyen proble´ma´kra kon-
centra´lo´dtak. Bizonyos cikkeinknek (pl. [SzW] e´s [BBGSzW]) ko¨zvetlen ko´delme´leti
alkalmaza´sa is van, ma´sok a geometriai ill. algebrai sza´lakon keresztu¨l kapcsolo´dnak
a te´mako¨rho¨z. Eredme´nyeink ko¨zu¨l kiemelne´nk a polinom mo´dszer ko¨zvetlen
te´rbeli alkalmaza´sait (mely ma me´g kezdetleges a´llapotban van), ami u´j eszko¨zt je-
lenthet a ve´ges test feletti ko´dok vizsga´lata´ban. A felsorolt cikkek ko¨zu¨l [BBGSzW],
[BG] e´s [BGSz] haszna´l polinom mo´dszert ko¨zvetlenu¨l a te´rbeli proble´ma´ra.
A kora´bbiaknak megfelelo˝en a vizsga´lt proble´ma´k nagy re´sze ve´ges projekt´ıv
terek re´szhalmazainak hipers´ıkokkal valo´ metsze´si sza´maival kapcsolatos. Ezek
a ke´rde´sek direkt mo´don ford´ıthato´ak le ko´delme´leti alkalmaza´sokra. Ugyancsak
szorosan kapcsolo´dik ko´delme´lethez a Re´dei a´ltal kezdeme´nyezett ira´ny-proble´ma
is, amint az Alderson, Bruen e´s Silverman munka´ibo´l la´thato´.
[BBGSzW]-ben a szerzo˝k a polinomos mo´dszer szellemes alkalmaza´sa´val be-
bizony´ıtotta´k, hogy PG(2, q) egy olyan ponthalmaza, melyet minden egyenes egy
adott r mod p pontban metsz, legala´bb (r − 1)q + (p − 1)r pontu´ kell legyen,
ahol p a karakterisztika, tova´bba´ r osztja q -t. Az eredme´nybo˝l ko¨vetkezik, hogy
egy 3 dimenzio´s ko´d, melynek hossza e´s su´lyai is oszthato´k r-rel e´s melynek mi-
nima´lis ta´volsa´ga legala´bb 3, legala´bb (r−1)q+(p−1)r hosszu´ kell legyen. A cikk
magasabb dimenzio´ra is a´ltala´nos´ıtja az eredme´nyeket. Megjegyezzu¨k, hogy Ball,
Blokhuis e´s Mazzocca h´ıres, maxima´lis ı´vek nemle´teze´se´ro˝l szo´lo´ te´tele is egyszeru˝
ko¨vetkezme´nye az eredme´nynek.
A [FSSzW] dolgozatban, Sziklai e´s Weiner Ferret-tel e´s Storme-val megmu-
tatta´k, hogy PG(n, q)-beli, kis me´retu˝ minima´lis, su´lyozott, t-szeres, k-dimenzio´s
altereket lefogo´ ponthalmazok olyanok, hogy minden k-dimenzio´s alteret t mod
p pontban metszenek. A [FSSzW] dolgozatbeli eredme´ny Szo˝nyi e´s Weiner
kora´bbi, egyszeres lefogo´ ponthalmazokro´l szo´lo´ hasonlo´ eredme´nye´t a´ltala´nos´ıtja.
Blokhuis, Lova´sz, Storme e´s Szo˝nyi elke´sz´ıtette´k a testre e´p´ıtett s´ıkok to¨bb-
szo¨ro¨s lefogo´ ponthalmazairo´l szo´lo´ dolgozatukat [BLSSZ]. Ennek fo˝ eredme´nye,
hogy a kis t-szeres lefogo´ ponthalmazokat minden egyenes t modulo p pontban
metszi, ahol p a koordina´tatest karakterisztika´ja. Felhaszna´lva ezt az eredme´nyt,
megjav´ıtja´k a t-szeres lefogo´ ponthalmazokra vonatkozo´ eddig ismert becsle´seket
is.
Fancsali e´s Sziklai [FSz] a´ltala´nos´ıtja´k Ga´cs e´s Szo˝nyi kora´bbi, re´szleges
egyenes-befede´sekre vonatkozo´ eredme´nyeit. Itt a mo´dszer a Lova´szto´l sza´rmazo´
to¨rtlefoga´sos becsle´sen e´s magas dimenzio´s Segre-varieta´sok vizsga´lata´n alapszik.
A cikk eredme´nye, hogy nagyon sok ku¨lo¨nbo¨zo˝ me´retre konstrua´lnak (3m − 1)-
dimenzio´s projekt´ıv te´rben tartalmaza´sra ne´zve maxima´lis, s´ıkokbo´l a´llo´ re´szleges
befede´st.
Sziklai e´s Ligeti a [LSz] cikkben ke´t re´szbenrendezett halmaz, Dk,n e´s Bm,n
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automorfizmus-csoportja´t hata´rozta meg. A ke´rde´sko¨r az insertion-deletion ko´-
dokhoz kapcsolo´dik. A Dk,n struktu´ra DNS-ko´dokat tartalmaz, az itt bizony´ıtott
eredme´ny a ,,sima” szavakra vonatkozo´ kora´bbi eredme´ny analogonja, noha a bi-
zony´ıta´s - a struktu´ra bonyolultsa´ga miatt - nehezebb. A Bm,n struktu´ra auto-
morfizmus-csoportja kora´bban is ismert volt (Burosch-Gronau-Laborde 1999), de
a kora´bbi to¨bb mint 10 oldalas bizony´ıta´st (a kifejlesztett technika seg´ıtse´ge´vel) 1
oldalasra sikeru¨lt reduka´lni.
Ga´cs Jan De Beule-vel ko¨zo¨sen azt mutatta meg, hogy a Q(4, q) pola´ris te´rben
nincsenek q2 − 1 me´retu˝ maxima´lis parcia´lis ovoidok ha q egy pr´ımsza´m legala´bb
ma´sodik hatva´nya. Ismert konstrukcio´ q = 3, 5, 7, 11 esete´n, ı´gy izgalmas ke´rde´s
maradt, hogy nagy q-ra van-e pe´lda olyankor, ha q pr´ım. Mo´dszeru¨k azt haszna´lja
ki, hogy Q(4, q) Tits-to˝l sza´rmazo´ T2(O) reprezenta´cio´ja´ban a proble´ma arra a
sokat vizsga´lt ke´rde´sre vezetheto˝ vissza, hogy egy AG(3, q)-beli ponthalmaz milyen
ira´nyokat hata´roz meg. A kidolgozott mo´dszer megoldja az eml´ıtett eredme´ny
ira´nyos megfelelo˝je´t e´s u´j bizony´ıta´st ad Balle´k eredme´nyeire.
Sziklai [Sz1]-ben (polinomokat e´s algebrai go¨rbe´ket haszna´lva) azt bizony´ıtotta
be, hogy PG(3,q)-ban egy ku´p re´szleges flock-ja, mely q−ε s´ıkbo´l a´ll, egye´rtelmu˝en
kiege´sz´ıtheto˝ (tova´bbi ε s´ık hozza´ve´tele´vel) flock-ka´, ha ε < cq(1/2). [Sz3]-ban
az [Sz1]-beli eredme´nyt sikeru¨lt (ma´sodrendu˝ne´l) magasabb foku´ go¨rbe´re emelt
ku´pokra a´ltala´nos´ıtani. A bizony´ıta´shoz a kora´bbiak mellett u´j o¨tletek is kellenek,
pl. egy szimmetrikus szerkezetu˝ determina´ns vizsga´lata.
Sziklai [Sz2]-ben AG(3, p)-beli, p2 pontu´ ponthalmaz a´ltal meghata´rozott ira´-
nyok sza´ma´ra bizony´ıt korla´tokat, majd Ga´cs egy eredme´nye´t felhaszna´lva meg-
mutatja, hogy a keve´s ira´nyt meghata´rozo´ ponthalmazok hengeres szerkezetu˝ek;
ve´gu¨l Re´dei ill. Wielandt egy-egy csoportelme´leti te´tele´t a´ltala´nos´ıtja, felhaszna´lva
a geometriai eredme´nyt.
Sziklai [Sz5]-ben PG(2, q) kisme´retu˝, azaz 3(q + 1)/2-ne´l kevesebb pontu´ le-
fogo´halmazaira igazol egy struktu´rate´telt. Itt a re´gi nagy sejte´s, hogy az ilyen
lefogo´halmazok GF(q) egy re´szteste felett linea´risak; a cikk azt igazolja, hogy a
lefogo´halmaz minden egyenesmetszete 1 mod pe me´retu˝, ahol GF(pe) re´sztest, e´s
hogy majdnem minden egyenes GF(pe)-linea´ris ponthalmazban metsz.
Weiner Ball-lal ko¨zo¨sen, ‘An Introduction to Finite Geometry’ c´ımmel egye-
temi jegyzetet ı´rt [BW]. A jegyzet felso˝bb e´ves hallgato´knak ko¨ru¨lbelu¨l 12 elo˝ada´sra
valo´ anyagot tartalmaz.
Ga´cs e´s Szo˝nyi a´ttekinto˝ cikket ı´rt arro´l a ve´letlen mo´dszerro˝l, mellyel su˝ru˝se´gi
eredme´nyeket bizony´ıtottak projekt´ıv s´ıkok lefogo´ ponthalmazairo´l e´s projekt´ıv te-
rek re´szleges egyenes fede´seiro˝l [GSZ].
Ga´cs e´s Sziklai Ballal ko¨zo¨sen a klasszikus ira´ny proble´ma egy 3-dimenzio´s
a´ltala´nos´ıta´sa´t vizsga´lta e´s bizony´ıtott nagysa´grendileg e´les becsle´st nem s´ıkbeli
ponthalmazok a´ltal meghata´rozott ira´nyok sza´ma´ro´l [BGSz]. Az eredme´ny per-
muta´cio´polinomok nyelve´n a ko¨vetkezo˝: ha f e´s g a p (pr´ım) elemu˝ ve´ges test
feletti polinomok, melyekre nem teljesu¨l g(x) = f(x) + cx + d, akkor legfeljebb
2p2/9 (a, b) pa´rra teljesu¨lhet, hogy f(x) + ag(x) + bx permuta´cio´ polinom (azaz
bijekt´ıv fu¨ggve´ny).
[GH] Ga´cs He´gerrel ko¨zo¨sen ve´ges geometriai mo´dszerekkel kis csu´cssza´mu´
(k, g)-gra´fokat konstrua´lt (k-regula´ris, g bo˝se´gu˝ gra´fok). A konstrukcio´ megjav´ıtja
a kora´bbi becsle´seket a minima´lis csu´cssza´mra azokban az esetekben, amikor g = 6
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e´s k ne´gyzet pr´ımhatva´ny, illetve g = 8 e´s k pr´ımhatva´ny. Azt is megmutatja´k,
hogy a konstrukcio´s mo´dszerbo˝l (mely Brownto´l sza´rmazik e´s le´nyege, hogy egy
a´ltala´nos´ıtott sokszo¨g illeszkede´si gra´fja´bo´l dob ki pontokat) g = 6 esete´n jobb
nem is jo¨het ki, a fenti esetben.
[KSz] Szo˝nyi Korchma´rossal ko¨zo¨sen o¨sszefoglalo´ cikket ı´rt affin szaba´lyos
sokszo¨gekro˝l, amelyben az affin szaba´lyos sokszo¨gek Bachmann-Schmidt e´s Ka´rteszi
fe´le fele´p´ıte´se´t ta´rgyalja´k, valamint az affin szaba´lyos sokszo¨gek ve´ges geomet-
riai alkalmaza´sait. Megvizsga´lja´k azt a proble´ma´t is, hogy egy affin szaba´lyos
sokszo¨gnek ha´ny szelo˝je megy a´t a s´ık egy pontja´n.
Sziklai megfogalmazott egy sejte´st algebrai s´ıkgo¨rbe´k pontjainak sza´ma´ro´l: n-
edfoku´, linea´ris komponens ne´lku¨li go¨rbe´nek legfeljebb (n−1)q+1 pontja lehet. Az
(n−1)q+n -es felso˝ becsle´s trivia´lis (Barlotti), a cikkben (n−1)q+n/2 -t sikeru¨lt
igazolni. Ilyen go¨rbe´k nagy (k, n)-´ıveket, e´s ı´gy hate´kony ko´dokat adnak. Az
eredme´ny a 2008-ban megjelent, Hirschfeld-Korchma´ros-Torres a´ltal ı´rt, algebrai
go¨rbe´kro˝l szo´lo´ ko¨nyvbe is belekeru¨lt.
Az ala´bbiakban kiemelju¨k a pa´lya´zat utolso´ e´ve´nek eredme´nyeit.
Szo˝nyi Blokhuis-szal e´s Brouwer-rel dolgozott az elmu´lt egy e´vben. Egy-
szeru˝ bizony´ıta´st tala´ltak az affin lefogo´ ponthalmazokro´l szo´lo´ Jamison, Brouwer–
Schrijver fe´le eredme´nyre. A bizony´ıta´s kis mo´dos´ıta´sa´val to¨bb struktu´ra´ra (ma´-
sodrendu˝ felu¨letek, Hermite-felu¨letek, bizonyos algebrai go¨rbe´k) megvizsga´lhato´
a majdnem fede´sek ke´rde´se, azaz becsle´s adhato´ azon hipers´ıkok sza´ma´ra, ame-
lyekkel az adott struktu´ra egy pont h´ıja´n lefedheto˝. A bizony´ıta´s projekt´ıv terek
hipers´ıkjai a´ltal genera´lt ko´dok polinomfu¨ggve´nyek seg´ıtse´ge´vel to¨rte´no˝ le´ıra´sa´t
(is) haszna´lja. E´rdemes megeml´ıteni, hogy projekt´ıv terek r-dimenzio´s alterekkel
egy pont h´ıja´n to¨rte´no˝ fede´se´re is e´les eredme´nyt kapta´k. Ugyancsak vizsga´lta´k a
Hilton-Milner te´tel q-analo´gja´t [BBCFMPS]. Egy halmazrendszeres eredme´ny q-
analo´gja´t u´gy kapjuk, hogy az
”
i-elemu˝ halmaz” kifejeze´st
”
i-dimenzio´s vektorte´r”-
re csere´lju¨k. Az Erdo˝s-Ko-Rado te´tel vektorterekre vonatkozo´ megfelelo˝je´t Hsieh,
valamint az n = 2k esetben Frankl e´s Wilson bizony´ıtotta a hetvenes e´vekben. A
Hilton-Milner te´tel a ma´sodik legnagyobb metszo˝ halmazrendszer me´rete´re ad e´les
becsle´st, ennek q-analo´gja´t la´tta be a q ≥ 3, n ≥ 2k + 1 esetre Blokhuis, Brouwer,
Chowdhury, Frankl, Mussche, Patko´s e´s Szo˝nyi. E´rdekes, hogy ele´g nagy di-
menzio´ra (n ≥ 3k) stabilita´si eredme´nyt la´ttunk be: egy a Hilton-Milner korla´tna´l
jo´val kisebb korla´tna´l nagyobb metszo˝ alte´rrendszerek le´nyege´ben le´ırhato´k.
Ira´nyok a s´ıkban e´s a te´rben. A s´ıkbeli ira´nyproble´ma azt ke´rdezi, hogy egy
q rendu˝ affin s´ıkon adott q-elemu˝ ponthalmaz ha´ny ira´nyt hata´rozhat meg. A
proble´ma teljesen meg van oldva (Ball-Blokhuis-Brouwer-Storme-Szo˝nyi) olyan-
kor, amikor az ira´nyok sza´ma legfeljebb q/2. A q/2-ne´l to¨bb ira´nyt meghata´rozo´
ponthalmazokro´l eddig csak a pr´ım esetben volt ismert eredme´ny (Re´dei-Megyesi,
Lova´sz-Schrijver, Ga´cs). Az eredme´ny bizony´ıta´sa´ban nagy szerepet ja´tszottak
polinomok dupla hatva´nyo¨sszegei. Ke´so˝bb ugyanezek jo¨ttek elo˝ a proble´ma te´rbeli
a´ltala´nos´ıta´sa´na´l. Ga´cs, Lova´sz e´s Szo˝nyi a q = p2 esetben e´rt el eredme´nyt a
nyitott esetben. Megmutatta´k, hogy ilyenkor az ira´nyok sza´ma vagy (q + 3)/2
(e´s izomorfia ereje´ig egyetlen ilyen halmaz van) vagy to¨bb, mint (q +
√
q)/2.
Ez egy Polverino-Szo˝nyi-Weiner konstrukcio´ miatt e´les. A bizony´ıta´s a dupla
hatva´nyo¨sszeges mo´dszer e´s a he´zagos polinomos mo´dszer o¨tvo¨zete.
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Ga´cs e´s Ball (a tavalyi te´rbeli eredme´ny a´ltal motiva´lt) ala´bbi proble´ma´t
vizsga´lta´k. Milyen lehet egy pr´ımtest feletti polinom grafikonja, ha tudjuk, hogy
elso˝ ne´ha´ny dupla hatva´nyo¨sszege nulla. Kideru¨l, hogy ma´r akkor nagyon ero˝s
struktu´ra´ja van a grafikonnak, ha az elso˝ gyo¨k p dupla hatva´nyo¨sszeg nulla. Ez
sokkal ero˝sebb, mint azok az algebrai sege´dte´telek, melyek a ma´r ide´zett ira´nyos
cikkekben kellenek. Megmutatta´k, hogy ha az elso˝ p/3 dupla hatva´nyo¨sszeg nulla,
akkor a grafikon re´sze egy ma´sodrendu˝ go¨rbe´nek. Ez a fent emlegetett s´ık- e´s
te´rbeli ira´nyte´telek eredeti bizony´ıta´sa´t jelento˝sen lero¨vid´ıti. Azt sejtju¨k, hogy
sokkal kevesebb dupla hatva´nyo¨sszeg eltu˝ne´se´bo˝l is ko¨vetkezik, hogy a grafikon
re´sze egy alacsony foku´ algebrai go¨rbe´nek. Ez egy o¨nmaga´ban e´rdekes algebrai
proble´ma. A sejte´sben ele´rt tova´bbi re´szeredme´nyek seg´ıthetnek abban, hogy az
eddigi 2p/3 helyett 3p/4 ira´nyig teljesen le´ırjuk a s´ıkbeli ira´nyproble´ma´t, illetve a
te´rbeli proble´ma´ban a nagysa´grendileg e´les becsle´st teljesen e´lesse´ tegyu¨k.
Alderson e´s Ga´cs azt bizony´ıtja´k, hogy ha egy linea´ris [n, k, d]q ko´d kiter-
jesztheto˝ nem felte´tlenu¨l linea´ris [n + 1, k, d + 1]q ko´dda´, akkor a kiterjeszte´st
linea´ris mo´don is meg lehet csina´lni. Vannak pe´lda´k, amikor ,,nagyon nem-linea´ris”
bo˝v´ıte´sek is vannak, de az eredme´ny szerint ezek megle´te maga´val vonja a linea´ris
le´teze´se´t. Az eredme´nybo˝l az ko¨vetkezik, hogy ha egy linea´ris ko´d nem bo˝v´ıtheto˝
linea´risan, akkor egya´ltala´n nem bo˝v´ıtheto˝. Sokfe´le olyan linea´ris ko´d van, melyro˝l
kora´bbro´l tudjuk, hogy linea´risan nem bo˝v´ıtheto˝, pe´lda´ul a ve´ges geometria´ban
sokat vizsga´lt teljes ı´vek adnak ilyet. Az eredme´ny Alderson, Bruen e´s Silver-
man kora´bbi eredme´nyeinek a´ltala´nos´ıta´sa, az u´j o¨tlet az, hogy a kiterjesztheto˝se´g
vizsga´lata´ra kora´bban kidolgozott ve´ges geometriai modellben nem vet´ıte´seket e´s
s´ıkbeli eredme´nyeket, hanem ko¨zvetlenu¨l te´rbelieket haszna´lnak. E´rdekes ke´rde´s,
hogy kiterjesztheto˝-e az eredme´ny to¨bbszo¨ro¨s bo˝v´ıtheto˝se´gre is. Egy ilyen ered-
me´nybo˝l pe´lda´ul az ko¨vetkezne, hogy az MDS sejte´s linea´ris e´s tetszo˝leges ko´dokra
ekvivalens.
A [GHNP] dolgozatban Ga´cs to¨bb ta´rsszerzo˝vel egy S. Vinatier a´ltal felvetett
kombinatorikus sza´melme´leti proble´ma´t old meg. Az eredme´ny ve´ges geometriai
nyelven azt mondja, hogy ne´ha´ny esetto˝l eltekintve egy ve´ges test feletti vektorte´r
minden hipers´ıkja tartalmaz olyan vektort, melynek pa´ronke´nt ku¨lo¨nbo¨zo˝k a ko-
ordina´ta´i. A kive´teles esetek klasszifika´lhato´k. Kombinatorikus tru¨kko¨k mellett a
polinom mo´dszert haszna´lta´k. Az eredme´ny ma´sik ekvivalens forma´ja azt vizsga´lja,
hogy egy elo˝´ırt e´rte´kke´szlethez mikor tala´lhato´ kis foku´ polinom ve´ges test felett.
Ez e´rdekes nyitott ke´rde´seket vet fel.
A [GHW] dolgozatban Ga´cs, He´ger e´s Weiner olyan gra´fokat vizsga´l, melyek
k-regula´risak e´s 6 bo˝se´gu˝ek (legro¨videbb ko¨ru¨k hossza 6). Egy elo˝szo¨r Brown a´ltal
a hatvanas e´vekben alkalmazott, majd az uto´bbi e´vekben to¨bb szerzo˝ a´ltal ma´s ter-
minolo´gia´val u´jrafelfedezett mo´dszer ilyenek konstrua´la´sa´ra az, hogy egy q rendu˝
projekt´ıv s´ık illeszkede´si gra´fja´bo´l (mely q + 1-regula´ris e´s 6 bo˝se´gu˝) kihagyunk
pontokat u´gy, hogy a marade´k re´sz k-regula´ris legyen. Ezt a mo´dszert ve´ges geo-
metriai eszko¨zo¨kkel a Ga´cs e´s He´ger a kora´bbi [GH] dolgozata´ban kezdte vizsga´lni.
Ebben a cikkben algebrai mo´dszereket (a stabilita´si eredme´nyekne´l is alkalmazott
rezulta´nsokat) is haszna´lva azt mutatta´k meg, hogy ha a kiindula´si s´ık a p-elemu˝
ve´ges testre e´p´ıtett projekt´ıv s´ık, akkor olyankor, amikor k nincs tu´l messze q-to´l,
a konstrukcio´s mo´dszerbo˝l nem jo¨het ki jobb, mint a ma´r ismert konstrucio´k. A
ko¨vetkezo˝ le´pe´s annak az a´ltala´nosabb mo´dszernek a vizsga´lata lehet, melyben a
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projekt´ıv s´ık illeszkede´si gra´fja´nak nem felte´tlenu¨l fesz´ıtett re´szgra´fja´t keressu¨k.
Sziklai e´s Fancsali [FSz2]-ben a kora´bbi [FSz] cikkben ma´r e´rinto˝legesen ta´r-
gyalt ke´rde´st elemzik re´szletesen: Adott a PG(1, qh) projekt´ıv egyenes, e´s rajta
egy q2 + 1 elemu˝, GF(q) felett linea´ris ponthalmaz. Milyen lehet e ponthalmaz
geometriai e´s algebrai struktu´ra´ja? Az deru¨l ki, hogy egy PG(1, q) re´szegyenessel
valo´ metszet 0,1,2,3 vagy q + 1 pontu´ lehet. A ponthalmaznak tipikusan van egy
kitu¨ntetett pontja (e´s a to¨bbi q2 ponton egy tranzit´ıv csoport hat), egy specia´lis
esetben pedig a q2 + 1 pont az a´ltala tartalmazott PG(1, q) re´szegyenesekkel egy
u´gynevezett Mo˝bius-s´ıkot alkot (azaz ba´rmely 3 pontra pontosan egy re´szegyenes
illeszkedik).
Sziklai e´s Taka´ts a ko¨vetkezo˝ ke´rde´st vizsga´lta´k. GF(q) adott t elemu˝ re´sz-
halmaza´nak fontos jellemzo˝je az a legnagyobb pozit´ıv ege´sz k sza´m, melyre a
halmaz elemeinek elso˝, ma´sodik, ..., (k−1)-edik hatva´nyo¨sszege mind 0. Ez a sza´m
legfeljebb t−1 vagy t lehet atto´l fu¨ggo˝en, hogy a karakterisztika oszto´ja-e t-nek vagy
sem. Az olyan halmazokat, melyek ele´rik e felso˝ korla´tot, Vandermonde ill. szuper-
Vandermonde halmazoknak h´ıvjuk. E halmazok, amennyiben GF(q)-ra mint a
pr´ımtestje feletti vektorte´rre gondolunk, sze´p geometriai tulajdonsa´gokkal b´ırnak,
e´s megford´ıtva, kideru¨l, hogy sok e´rdekes extrema´lis geometriai konfigura´cio´ ilyen
re´szhalmazokhoz vezet. Az egyik e´rdekes eredme´ny, hogy nagy e´s kis t e´rte´k esete´n
teljesen le tudtuk ı´rni a szuper-Vandermonde halmazokat GF(q2)-ben: ezek csak
akkor le´teznek, ha t osztja (q − 1)-et, e´s akkor e´ppen a multiplikat´ıv csoport t
elemu˝ re´szcsoportjai (e´s ezek bizonyos transzforma´lt ke´pei) lehetnek csak.
Jelo¨lje Ck(n, q) a GF(p) felett PG(n, q) pontjai e´s k-dimenzio´s altereinek inci-
denciama´trixa a´ltal definia´lt ko´dot. Lavrauw, Storme, Sziklai e´s Van de Voorde
bela´tta, hogy Ck(n, q) \ Cn−k(n, q)T -ban nincs (q(k+1) − 1)/(q − 1) e´s 2qk ko¨zo¨tti
su´lyu´ ko´dszo´, amibo˝l ko¨vetkezik, hogy nincs ilyen su´lyu´ ko´dszo´ Ck(n, q)\Ck(n, q)T
-ben se, ha k ≥ n/2. Az eredme´nyt k = n − 1 esete´n alkalmazva Cn−1(n, q) kis
su´lyu´ ko´dszavaira, bebizony´ıtottuk az e´les korla´tot a´ltala´nos q-ra, mely eddig csak
specia´lis esetekben volt ismert.
[HMSzW]-ben Szo˝nyi e´sWeiner, Harrach-hal e´s Metsch-csel ko¨zo¨sen PG(3, q),
q = p3h, p ≥ 7 pr´ım, 3(qn−1 + 1)/2-ne´l kisebb me´retu˝ olyan ponthalmazait
vizsga´lta´k, melyek minden egyenest 1 mod 3
√
q pontban metszenek. (Az ilyenek
mind egyenesekre ne´zve lefogo´ halmazok.) Megmutatta´k, hogy ezen ponthalma-
zok u´n. linea´ris lefogo´ halmazok (specia´lis oszta´lyba tartozo´ lefogo´ ponthalmazok).
Valamint azt is, hogy h = 1 esete´n minden, 3(qn−1 +1)/2-ne´l kisebb me´retu˝, (tar-
talmaza´sra ne´zve) minima´lis, egyeneseket lefogo´ ponthalmaz linea´ris.
[SzW]-ben Szo˝nyi e´sWeiner ku¨lo¨nbo¨zo˝ ve´ges geometriai struktu´ra´kra, pe´lda´ul
PG(2, q) lefogo´ ponthalmazaira, pa´ros halmazaira (olyan ponthalmazokra, me-
lyek minden egyenest pa´ros sok pontban metszenek), hiperova´lisaira (legkisebb
me´retu˝ pa´ros halmazokra) vonatkozo´ stabilita´si te´teleket bizony´ıtottak. Ezek arro´l
szo´lnak, hogy ha egy struktu´ra egy valamilyen e´rtelemben extrema´lis pe´lda´hoz
ko¨zel van (az extrema´lis pe´lda´hoz ke´pest nem tu´l sok
”
irregula´ris” egyenessel ren-
delkezik), akkor az mindig megkaphato´ az extrema´lisbo´l kis va´toztata´ssal, azaz
ne´ha´ny pont hozza´ve´tele´vel illetve to¨rle´se´vel. A te´telekben a megengedett irre-
gula´ris egyenesek nagysa´grendje q3/2. A [SzW]-beli mo´dszerek ko¨vetkezme´nye Ja-
mison affin s´ıkbeli lefogo´ ponthalmazok minima´lis me´rete´re vonatkozo´ te´tele´nek, il-
letve Segre ı´vek bea´gyazhato´sa´ga´ra vonatkozo´ eredme´nye´nek egy-egy u´j bizony´ıta´sa.
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PG(2, 2h) egyenesei a´ltal genera´lt linea´ris ko´d ko´dszavainak dua´lisai pa´ros halma-
zok. I´gy az ide vonatkozo´ stabilita´si eredme´ny ko¨vetkezme´nye egy, a ko´dszavak
su´lyainak spektruma´t le´ıro´ a´ll´ıta´s, mely megjav´ıtja Lavrauw, Storme, Sziklai e´s
Van de Voorde kora´bbi spektrumra vonatkozo´ eredme´nye´t.
Hivatkoza´sok
[BBCFMPS] A. Blokhuis, A. E. Brouwer, A. Chowdhury, P. Frankl,
T. Mussche, B. Patko´s, T. Szo˝nyi, A Hilton-Milner theorem
for vector spaces, (2009), ke´zirat.
[BBS] A. Blokhuis, A. E. Brouwer, T. Szo˝nyi, Covering all points
except one, J. Alg. Combinatorics (2009), benyu´jtva.
[BSzSz] A. Blokhuis, P. Sziklai, T. Szo˝nyi, Blocking sets in projective
spaces, Current research topics in Galois geometries, Nova Science
Publishers, elo˝ke´szu¨letben.
[BW] S. Ball, Zs. Weiner, An introduction to finite geometry,
http://www-ma4.upc.es/∼simeon/IFG.pdf, ke´zirat.
[FSz2] Sz. L. Fancsali, P. Sziklai, Description of the clubs, benyu´jtva.
[GHNP] A. Ga´cs, T. He´ger, L.Z. Nagy, D. Pa´lvo¨lgyi, Permutations,
hyperplanes and polynomials over finite fields, Finite Fields and
Their Applications, benyu´jtva.
[GHW] A. Ga´cs, T. He´ger, Zs. Weiner, On (k, 6) graphs arising from
projective planes, ke´zirat.
[HMSzW] N. Harrach, K. Metsch, T. Szo˝nyi, Zs. Weiner, Small po-
int sets of PG(n, p3h) intersecting each line in 1 mod ph points, J.
of Geometry, benyu´jtva.
[SzW] T. Szo˝nyi, Zs. Weiner, On stability theorems in finite geo-
metry, http://www.cs.elte.hu/∼weiner/stab.pdf, ke´zirat.
6
